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Pod slobodnim radikalom po definiciji podrazu-
mevamo atom ili skup atoma s nesparenim elektronom
[1-3]. Lancana reakcija obuhvata niz stupnjeva od kojih
svaki stvara reaktivnu supstancu, koja predhodi slede-
¢em stupnju [3,4]. Sve lanCane reakcije imaju neke
zajednicke osnovne karakteristike. Prvi stupanj je pocet-
na reakcija, kada se absorbuje energija i nastaju reak-
tivne Cestice. Pri ovome dolazi do cepanja molekula u
slobodne radikale [4,5]. U slede¢im, odnosno prenosnim
stupnjevima lancane reakcije, kojih moze biti jedna ili
viSe, ove se reaktivne Cestice troSe i nastaju nove. U
zavr$nim stupnjevima lancane reakcije, u realnim proce-
sima, reaktivne Cestice se utroSe i ne nastaju nove [2,4].

STANDARDNA METODA ZA ODREDIVANJE
BROJA RADIKALA U LANCANOJ REAKCIJI

Od prakti¢nog i teorijskog interesa je da se odredi
broj radikala u proizvoljnom koraku lancane reakcije za
zadatu hemijsku jednacinu. Uobicajena analiticka me-
toda polazi od Seme lancane reakcije na osnovu koje se
utvrduje sistem jednacina kojima se izrazava broj ra-
dikala slede¢eg koraka (n+1) na bazi prethodnog (n),
[6-8,12]:

Xor1 =fY0,Z0,U,...)
Zni1 =X, Y, Ue)

Yn+1 :ﬂXn,Zn,Un...) (1)
Un+1 :ﬂXna YnaZn- )

Sistem linearnih jednacina (1) moze se napisati u
obliku matri¢ne jednacine [6,11,12]:

B, = AB, (2)
Moze se pokazati, prema (2), da opsta formula glasi:
B,=A"B, 3)

Pri ovome, matrice kolone su:
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ODREDIVANJE BROJA RADIKALA
LANCANE REAKCIJE PRIMENOM
MATEMATICKE METODE

U radu je, polazeci od cinjenice da se stvarni mehanizam u nekoj hemijskoj jednacini
odvija preko odredenog broja radikala koji ucestvuju u simultanim reakcijama i
otpocinju lancane reakcije po odredenoj Semi, utvrden njihov broj kod prvih nekoliko
koraka reakcije. Na bazi ovoga odredeni su brojevi radikala za opsti slucaj u obliku
linearnih diferencnih jednacina koje su odredenim matematickim transformacijama
svedene na jednu jednacinu, koja zadovoljava odgovarajuci numericki niz, koji je
potpuno definisan ako su poznati prvi njegovi clanovi. Dobijena jednacina resena je
poznatom metodom razradenom u teoriji numerickih nizova, pri cemu njena reSenja
predstavljaju broj radikala u proizvoljnom koraku posmatrane reakcije, u analitickom
obliku. Na kraju rada, metoda je verifikovana, odnosno testirana na par karakteris-
ticnih primera iz opsSte hemije. Takode, dat je predlog efikasnijeg postupka, svodenjem
diferencne jednacine na nizi red.

Xn XO
Y, Y,
Zn ZO
B, = B, = 4)
LU, LUy |

Broj radikala, X, Y,, Z,,...U,, o€igledno, odreduje
se preko matrice B,.

Matrica By odreduje se prema nultom koraku, od-
nosno za pocetak lancane reakcije za X, Yo, Z,... Uy,

Matrica A odreduje se tako da sistem diferencnih
jednacina zadovoljava matri¢nu jednadinu (2), i u
opStem slucaju ima oblik:

Ay Gy Gy Gyy
Uy Gy Gyze-lyy

A= Gy Ay Gyy-dyy (5)
a, a, a,..a

Matrica A" prema (3) predstavlja n-ti stepen ma-
trice A i odreduje se primenom slozenog postupka raz-
radenog u matricnoj algebri, i zavisi od korena odgova-
rajuce algebarske jednacine i broja koraka n lancane
reakcije [6,10,11]. Zato ova metoda nije najpogodnija za
prakti¢nu upotrebu.

MATEMATICKI RAZVOJ METODE NA BAZI
NUMERICKIH NIZOVA

Prikaz metode bi¢e dat na par karakteristicnih pri-
mera iz hemije i to za jedan jednostavniji i jedan sloze-
niji primer. Pri ovome, iskori$éena je ¢injenica da je nu-
mericki niz po definiciji, funkcija celobrojne promen-
ljive [9-11,13].

Reakcija izmedu vodonika i hlora

Jednostavniji primer iz hemije daje reakcija izmedu
vodonika i hlora [2,3]:
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H2 + C12 — 2HC1 (6)

Stvarni mehanizam se odvija preko radikala H i Cl
koji ucestvuju u dve simultane reakcije:

H+Cl, > HCI+Cl %)
Cl+H, > HCI+H

Jedan radikal otpocinje lan¢anu reakciju prema Se-
mi datoj na slici 1.

Predpostavimo da se obe reakcije (7) desavaju istom
brzinom. U pocetnom trenutku otpocinjemo lancanu re-
akciju jednim radikalom hlora. Izracunac¢emo broj radi-
kala Cl i H u svakom uzastopnom koraku, primenom
analitickog postupka. Neka su x, i y, brojevi radikala Cl
i H u n-tom koraku. Tada je broj radikala u nultom ko-
raku na pocetku lancane reakcije xq 1 yo. Za svaki sledeci
korak broj radikala Cl i H je x, i y,, Sto je sistema-
tizovano u tabeli 1, za prvih pet koraka lancane reakcije.

Prethodno se moze prikazati i preko numeric¢kih
nizova odnosno njihovih zakona u obliku opstih ¢lanova
[9,10,13]:

{x,}={x0, X1, X2, X3, X4, Xs5... } )
ny={V0 Y1, Y2, V3, 4> Vs...}
Odnosno, prema tabeli 1:
{x,}={1,0,1,0,1,0...}
{v,}={0,1,0,1,0,1...}

U opstem slucaju, za svaki prirodan broj n, naredni
korak se u ovom primeru moze izraziti preko pret-
hodnog kao:

Xn+1 :yn

ynﬂ =Xn (9)
1z prve relacije (9) sledi da je za naredni korak:
Xn+2 = VYn+1 ( 1 0)

Zamenom (10) u drugu relaciju (9) biée sistem (9)
sveden na jednu jednacinu

Xn+2 = Xp (1 1)
odnosno,
xn+2_xn:0 (12)

Relacija (12) predstavlja linearnu diferencnu jedna-
¢inu drugog reda sa konstantnim koeficijentima.

U opstem slucaju, linearne diferencne jednacine k-tog
reda sa konstantnim koeficijentima imaju oblik, [9-11,13]:

an+k+ lla,,+k_1 +...+ lk,lanﬂ + lka,, =0 (13)

gdje su: /y,...,/; konstante.

Niz {a,} potpuno je odreden ako je poznato k Cla-
nova tog niza: ap, ay,...,dy.

Jednacina (13), u teoriji numerickih redova se re-
Sava svodenjem na karakteristicnu algebarsku jedna-
¢inu:
fk+lltk_1+...+ lk_1f+lk:O (14)

Jednacina (14) se za slucaj nizih stepena relativno
lako reSava, dok za viSe stepene treba primeniti neku od
metoda numericke matematike [12,13]. Njena reSenja, s
obzirom na prirodu problema, uvijek su realni brojevi.

a2 o+ H—2 510+ 225 HO+H—2 S Ha + T2 S HOL + H S itd.

0 1 2
korak korak korak

Slika 1. Lancana reakcija izmedu vodonika i hlora za prvih 5 koraka.

4 5

korak korak korak

Figure 1. Chain reaction between hydrogen and chloride for first 5 steps.

Tabela 1. Broj radikala kod prvih 5 koraka lancane reakcije izmedu vodonika i hlora
Table 1. Radical number at first 5 steps chain reaction for reaction between hydrogen and chloride

Radikali

Korak reakcije, n

Zakon niza

[ N S =)
S = O = O =

Broj radikala X,

Xn = Vn+1

Yn = Xnt1

- o —~ © ~ o|m
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Za slucaj linearne diferencne jednacine drugog re-
da (12), u opstem slucaju je:
Apirt+ ka, o+ la, =0 (15)
Jednacina (15) se svodi na kvadratnu:
Prkt+1=0 (16)
Resenje jednacine (16) za slucaj dva njena razli¢ita
korena, a1 3, je:
a,= Cia" + Cf' 17)
gde su C; i1 C, proizvoljne konstante koje se odreduju iz

pocetnih uslova. S obzirom na ovo, jednacina (12) pre-
lazi u:

£-1=0 ) (18)
t-D@E+1)=0
Cijisukoreni: t; =116, =-1.
Pocetni uslovi za posmatrani primer, prema tabeli
1, su:
X0 = 1
»0=0
Opste reSenje sistema (9), prema (12) i (17) je:
Xp = C]t]n+ Cztzn
ya=Cit)" 1+ Gty (19)

S obzirom na pocetne uslove xo, yo, odnosno n = 0,
prema (19) bice:

1= C] + C2

0=Ci1'+ o1y (20)
Sto je ekvivalentno sa:

C1 + C2 =1

C-C=0 2l

Resavanjem sistema (21) dobijamo za proizvoljne
konstante C; i C, da je:

Ci=C,=12

Zamjenom C; i C; u (19), s obzirom na to da su
koreni ¢; i t, poznati, bice:

1 1 I 1 1 "
x =14 —(=1y =—+—(-1)" =— |1 + (-1
: by =y =2+ 1) ]
1 1 I 1
:_1n+1 4+ — _1 n+l = 4+ — _1 n+l — 22
Yn=5 5 ) 2 2( ) (22)

=+ ]

Odavde konaéno dobijamo broj radikala Cl i H u
n-tom koraku opisane lancane reakcije, prikazan na slici
1. U matematickom obliku:

X, :%[H(—l)”], ¥, =%[1—(—1)"] (23)

Resenja po relacijama (23) za bilo koje #n, su pri-
rodni, odnosno cijeli brojevi.

Reakcija izmedu vodonika i kiseonika

Reakcija vodonika i kiseonika, odvija se po jedna-
¢ini [1,3]:

2H,+ 0, — 2H,0 (24)

Jednacina (24) opisuje samo globalnu hemijsku po-
javu, dok se stvarni mehanizam odvija preko radikala H,
O i OH koji u€estvuju u tri simultane reakcije:

O+H,>OH+H
OH+H, >H,0+H (25)
H+0O,—>O0OH+O0

Jedan radikal otpocinje lan¢anu reakciju prema Se-
mi datoj na slici 2.

Sli¢no kao i kod jednostavnijeg primjera, sistemati-
zovan prikaz broja radikala O, OH i H prema slici 2, za
prvih 5 koraka lancane reakcije, dat je u tabeli 2.

Ocigledno je da se za veci broj koraka »n, nailazi na
odredene poteskoce za slucaj reSavanja problema, koris-
¢enjem lancane reakcije.

Broj radikala u n-tom koraku moze biti prikazan u
obliku numeri¢kog niza [9,13].

{2} = {X0.X1,%2,X3,X4,X5...X....}
W} = oY 1y2ysYays.. Yo} (26)
{z,,} = {20,21,22,23,24,25...2,,...}

Odnosno, prema tabeli 2:
{x,} ={1,0,1,1,2,3..x,....}
t =10,1,1,2,3,5..y,...} (27)
{z.} =1{0,1,1,2,3,5..2,...}

Za pocetak lanCane reakcije odnosno za nulti ko-
rak, bice:

X():l,y():(),ZO:O (28)

Koriste¢i tabelu 2, za svaki prirodan broj n, sledeci
korak moze biti izrazen preko prethodnog po zakonu:

Xp+1 = Zn (29)
yn+1 =Xn + Zp (30)
Znp+1 :x)1+yl’l (31)

Relacija (29) moze se napisati za sledeci korak kao:
Xpi2 = Zpil (32)
odnosno s obzirom na (31):
Xpt2 =Xyt Yy (33)
Odavde slijedi da je za slede¢i korak:
X3 = X1 + Vurt (34)

Ako u (34) zamjenimo y,, iz (30) bice:
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OH_>HQO+H—<

OH —2—> Hmm%
H—— H20+H

' 0, OH

: H— <

! 0

OH _> H,O+H

OI1—>HZO+H*<: H

: oH H20+H—<O

(0]
02
H
0 1 2
korak korak korak

*<'OH_’HZO+H
H H
. 0 —<C °
: H

3 4 s
korak korak korak

Slika 2. Lancana reakcija izmedu vodonika i kiseonika za prvih 5 koraka sloZenijeg primera.
Figure 2. Chain reaction between hydrogen and oxygen for first 5 steps for complex example.

Tabela 2. Broj radikala kod prvih 5 koraka lancane reakcije reakciju izmedu vodonika i kiseonika
Table 2. Radical number at first 5 steps of chain reaction between hydrogen and oxygen

) Radikali .

Korak reakcije, n Zakon niza
o OH H

0 1 0 0 Xnt1 = Zy
1 0 1 1 Ynt1 = Xn T2,
2 1 1 1 Zprl =X T Yy
3 1 2 2 Yn=2Zn
4 2 3 3
5 3 5 5
Broj radikala Xp Vn Zn
Xpi3 = Xpi1 T X, T 2, (35) Resenje jednacine (39), za slucaj da su sva tri rese-

Koriste¢i se jedna¢inom (29) bice z, eliminisano, tj.:

Xpi3 = Xpa1 T X + Xpe1 (36)
Odavde, nakon sabiranja istih ¢lanova, je:

X3 = 2Xpi1 T X, (37)
ili, konac¢no:

X3 — 2% — X, = 0 (38)

Jednacina (38) je, kao $to je pokazano, linearna di-
ferencna jednacina treceg reda sa konstantnim koefici-
jentima i njen opsti oblik, prema (13), bice:
A3t kayo + la, +ma, =0 (39)
Karakteristi¢na algebarska jednacina za (39) je:

P+k+lt+m=0 (40)

124

nja jednacine (40) (a, B, y) razlicita, je:
a,=Ca"+ G+ Cy' 41)

S obzirom na prethodno, karakteristi¢na jednacina

za sluéaj jednacine (38) bice:
£-2t-1=0 (42)

Kubna jednacina (42), moze se napisati u obliku:

(t+DE-1t-1)=0 (43)
Resenja jednacine (43) su:
1++/5 1-+/5
= _17 t,= s = 44
= = (44
Opste resenje jednacine (38) prema (41) je:
x =Ct+Cuty +Citt (45)
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odnosno, prema (44):

x =C (=) +C2[1+*/§j +C{#j (46)

2

Pri ovome, ocigledno je da niz x, mora zadovoljiti
diferencnu jednacinu (38).
Resenje za z, dobijamo prema (29), odnosno (46):

n+l
1+\/§J N

Zn = xn+1 = Cl (_ l)nJrl + CZ{ 2

e [ﬂ}nﬂ

(47
2

Resenje za y, dobija se prema (31):
Vn = Zpr1 — X (48)
Prema (47) sledi da je:

n+2
Z/1+l = C‘l(_l)n-‘-2 + C2 #J "
ne2 (49)
+ C{—l _ﬁ}
2
Zamenom (49) i (46) u (48) bice:
n+2 n+2
" 1+4/5 1-4/5
yn:CI(—l) 2+C2( B ] +C3(TJ -
5Y 5Y (50)
1+4/5 1-+/5

Sredivanjem jednacine (50), dobija se konac¢no da je:
n+l n+l
v, =C{”f] +C{#} s

Koristeci pocetne uslove (28) i rjeSenja (44), prema
(45), (47) 1 (51), za n = 0, dobijamo sistem:

C1+C2+C3:1

—C +(1+*/§Jc J{ijc -0
2 g 2 ’

1

(“*ﬂc +(iJC )
2 2 3

(52)

2

Resavanjem sistema (52) dobijaju se proizvoljne
konstante:

55 o _5+45

10 3 10

Zamenom konstanti (53) u jednacine (46), (47) i
(51), dobijamo konacno relacije za broj radikala O, OH

C, =0,C, = (53)

i H u proizvoljnom koraku lancane reakcije, u obliku
opsteg analitickog izraza:

_5—ﬁ[1+¢§}”+5+\/§[1—x/§}1

X =
! 10 2 10 2

_ S—x/g(l+\/§y+l . 5+J§(1—J§JM 55)

10 2 10 2

(54)

yn:Zn

Treba zapaziti, iako se to na prvi pogled ne vidi, da
su rjeSenja po relacijama (54) i (55), za svako n, uvek
prirodni odnosno celi brojevi.

Alternativni postupak

Do rjesenja (54) i (55) moze se doci i slijede¢im
efikasnijim postupkom.

Polaze¢i od tabele 2, broj radikala u narednom
koraku moze se napisati u drugom obliku kao:

Xp+1 = Zn (56)
Ynt+1 = Xp +Zn (57)
Zntl = Xp +Zn (58)

Jednacina (56) ekvivalentna je sa:

Zp+l = Xpt2 (59)
Zamenom (56) u (58) bice:
Zp+1 = Xp + Xn+1 (60)

Izjednacavanjem jednacina (59) i (60), odnosno eli-
minisanjem z,,., bice:

Xp+2 = Xy + Xnt1 (61)

Odavde se konac¢no dobija diferencna jednacina
drugog reda:

Xp2 = Xpr1 — X, = 0 (62)
Njena karakteristi¢na jednacina je:

F—t-1=0 (63)
Resenja kvadratne jednacine (63) su:

t:1+J§ tzl—\/g

)

(64)

Ocigledno je da je jednacina (63) za jedan stepen
nizeg reda od jednacine (42).
Opste resenje jednacine (62), kao §to je pokazano je:

x, =Ctr+C,tz (65)
Prema (56) bice:
z,=x,,=CH + G (66)

Kombinovanjem jednacina (57) i (58) dobija se:

Yo =2 (67)
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S obzirom na pocetne uslove (n = 0),
X():l,y():(),ZO:O (68)
i reSenja (64) jednacine (65)—(67) prelaze u sistem:

C+G=1

- 69
cl”*/g+cz1 */§=0 (69)
2 2
Resenje sistema (69) je:
c1=5_*/§,cz=5+*/g (70)
10 10
Konacno resenje jednacine (62) prema (65) i (70) je:
5-5(1+45) 5+45(1-45)
x = + (71)
" 10 2 10 2
odnosno prema (56) i (67):
n+l1
5-5(1+4/5
yn:Zn:an: +
10 2
(72)

+

5ey5(1-45)"
10 2
Sto se poklapa sa reSenjem diferencne jednacine treceg
reda (54) 1 (55).

Za prakti¢nu primjenu, pri odredivanju resenja (71)
i (72), za proizvoljan prirodan broj n, pogodno je koris-
titi binomni obrazac [10,11]:

(a+b) = é(g)a"*kbk (73)

Ako za primer uzmemo da racunski odredimo broj
radikala u petom koraku lancane reakcije, prema (71) i
(72) bice, za n =5:

N :5—6{1+J§J5+5+\/§(1—\/§I:3

s 10 2 10 2

BsT5ET 0 | 2 0 | 2

_. :5—\/5[1+\/§]6+5+\/§[1—\/§j6:5

$to odgovara vrednostima iz tabele 2.
Pri ovome, prema (73), koris¢ene su relacije:

(a+bY’=d’+54a"b + 10a’b*+ 10a°b> + 5ab* + b*
(a+b)°=d’+6a°b + 15a°b*+ 20a°b* + 15a°b* + 6ab’ + b°

Na sli¢an nacin, za broj radikala u desetom koraku
lan¢ane reakcije (n = 10), jeste:

X10= 34,)’10: Z10= 355

Za vece brojeve n, pogodno je saciniti jednostavan
program za racunar. Tako, na primer, broj radikala u dva-
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desetom koraku lancane reakcije (n = 20), prema (71) i
(72) i uradenom programu bice:

X200~ 4181, V2= Z20= 6765
ZAKLJUCAK

Prikazana metoda za odredivanje broja radikala u
proizvoljnom koraku lancane reakcije, razradena na os-
novu teorije numeric¢kih redova, u odnosu na standardnu
metodu na bazi matrickog racuna i linearne algebre,
brza je i preglednija, odnosno jednostavnija za prakti¢nu
upotrebu, i1 predstavlja efikasnu primenu matematike u
oblasti hemije.

S obzirom da metoda spada u analiticke, posebno
je pogodna za izracunavanje broja slobodnih radikala za
slucaj veceg broja koraka. Kada je u pitanju manji broj
koraka, broj slobodnih radikala moze se odrediti direkt-
no, koriste¢i Semu lancane reakcije.

Za razliku od standardne, odnosno opste metode,
zbog svodenja sistema diferencnih jednacina na jednu
diferencnu, odnosno algebarsku jednacinu, metoda ne
zahtjeva neko ve¢e matematicko znanje. Bez obzira $to
metoda nije univerzalna, moze se uspjesno primjeniti u
mnogim slucajevima teorijske i primjenjene hemije. S
obzirom da metoda nema opsti karakter, svaki pojedi-
nacni slucaj se posebno rjesava polazeci od lancane re-
akcije na bazi koje se utvrduje opsti zakon u obliku
numeri¢kog niza. Dobijeni sistem jednacina se skoro
uvek moze svesti na jednu diferencnu jednacinu koja se,
kao Sto je pokazano, relativno lako resava. Konstante u
jednacini dobijaju se kori§¢enjem pocetnih uslova.

Prikazani primeri vaze za slucaj kada su koreni ka-
rakteristi¢ne jednacine razli¢iti. Za slucaj da su neki od
korena iste jednacine dvostruki ili trostruki, opste rje-
Senje je takode moguce dobiti koriste¢i metode razra-
dene za ovaj slucaj u teoriji numerickih nizova.

Pri reSavanju opisanih problema, kao $to je pokaza-
no, treba teziti svodenju diferencne jednacine na najnizi
red, s obzirom na to da je tada postupak najefikasniji u
pogledu brzine rjesavanja i kontrole eventualne greske.

S obzirom na to da je stepen diferencne, odnosno
karakteristi¢ne jednacine u opStem slucaju jednak broju
simultanih jednacina, metoda je najefikasnija kada je
broj simultanih reakcija manji od Cetiri. Za ve¢i broj re-
akcija treba primjeniti neku od metoda numericke ma-
tematike, odnosno koristiti program za racunar. Ovo bi
ujedno bio kriti¢ki osvrt na predloZenu metodu.
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SUMMARY

DETERMINATION OF THE NUMBER OF RADICALS IN THE INITIAL CHAIN REACTIONS BY

MATHEMATICAL METHODS

Branko B. Pejovi¢, Milovan B. Jotanovi¢, Vladan M. Mi¢i¢, Milorad V. Tomi¢, Goran S. Tadi¢

Faculty of Technology, Zvornik, Republic of Srpska, BiH
(Professional paper)

Starting from the fact that the real mechanism in a chemical equation takes
places through a certain number of radicals which participate in simul-
taneous reactions and initiate chain reactions according to a particular pat-
tern, the aim of this study is to determine their number in the first couple
of steps of the reaction. Based on this, the numbers of radicals were de-
termined in the general case, in the form of linear difference equations,
which, by certain mathematical transformations, were reduced to one
equation that satisfies a particular numeric series, entirely defined if its
first members are known. The equation obtained was solved by a common
method developed in the theory of numeric series, in which its solutions
represent the number of radicals in an arbitrary step of the reaction ob-
served, in the analytical form. In the final part of the study, the method
was tested and verified using two characteristic examples from general
chemistry. The study also gives a suggestion of a more efficient procedure
by reducing the difference equation to a lower order.

Kljuéne reci: Stvarni mehanizam he-
mijske reakcije ® Lancana reakcija o
Broj radikala e Numeri¢ki nizovi e
Diferencijalne jednacine e Primenje-
na matematika

Key words: Real mechanism of che-
mical reaction e Chain reaction e
Number of radicals ® Numeric series
¢ Differential equations e Applied
mathematics
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