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Analiza robusne stabilnosti perturbovanih diskret-
nih sistema istrazivana je od strane mnogih autora, Kolla
et al. [1], Rachid [2-3], Yaz et al. [4], Chou [5], Niu et al.
[6], Horng et al. [7], Lee et al. [8] and Yedavalli [9].

Trinh et al. [10] su prezentovali dovoljne uslove za
D-stabilnost perturbovanih  diskretnih sistema sa
kasnjenjem. Oni su pokazali da su ovi uslovi manje
konzervativni od dotad predlozenih uslova.

U poslednjin desetak godina, problemi robusne
stabilnosti linearnih sistema sa kasnjenjem pobudili su
veliku paznju istrazivata. Mahmoud et al. [11], Phoo-
jaruenchanachai et al. [12], Shen et al. [13] and Xie et al.
[14] prediozili su kriterijume robusne stabilnosti nezav-
isne od kasnjenja, dok su Niculescu et al. [15] and Su et
al. [16] razvili kriterijume stabilnosti zavisne od kasnjenja
koristedi Riccati—jevu ili Lyapuno—vu jednacinu i time re-
dukovali konzervatizam prethodnih rezultata.

Posebno, Li et al. [17] su predlozili robusne kriteri-
jume zavisne od kasnjenja za neodredene sisteme sa
promeniljivim vremenskim kasnjenjem pomodu linearnih
matri¢nih nejednakosti (LMI).

U ovom radu razmatrana je asimptotska stabilnost
linearnih perturbovanih diskretnih sistema sa kasSnjen-
jem. Izvedeno je nekoliko dovoljnih uslova stabilnosti
ove klase sistema. Prvi predloZeni kriterijum stabilnosti
iskazan je pomocéu spektralnog radijusa matrice
odgovarajuc¢eg ekvivalentnog sistema bez kasnjenja. Do
drugog kriterijuma doslo se fiktivnim razlaganjem ma-
trica sistema na realni i imaginarni deo i koristedi se prin-
cipom komparacije sistema, Mori et al. [18]. Poslednji
kriterijum predstavlja generalizaciju uslova stabilnosti
koji su izvedeni u radu Trinh et al. [19].
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ROBUSNA STABILNOST PERTURBOVANIH
LINEARNIH DISKRETNIH SISTEMA SA VISE
KASNJENJA

U radu su prezentovani novi kriterijumi asimptotske stabilnosti nezavisni od
kasnjenja za linearne perturbovane diskretne sisteme sa kasnjenjem. Kriteri-
jumi su dati u obliku dovoljnih uslova stabilnosti i veoma su jednostavni za
matematiCki proracun. NumeriCki primeri su dati da bi ilustrovali dobijene

OZNAKE | PRELIMINARNA RAZMATRANJA

R Realni vektorski prostor

Fr Transponovanje matrice

F > 0 Pozitivho definitna matrica

F >0 Pozitivno semidefinitna matrica
L(F) Sopstvena vrednost matrice

p (F) Spektralni radijus matrice

c (F) Singularna vrednost matrice
IFII  Euklidska norma matrice

Posmatra se sledeéi linearni, nestacionarni, vre-
menski diskretni sistem:

N
x(ke1) = 2 A(K) x(k = h). )

=0

gde su0 = hy < hy < h, ... < hy celi brojevi koji pred-
stavljaju kasnjenja u sistemu. Nestacionarne matrice
Ak) e R"*",j=0,1,2, ..., N, koje su posledica perturba-
cija u sistemu kao i netaénosti matemati¢kog modelira-
nja, su nepoznate, ali se pretpostavlja da su poznate mak-

simalne devijacije njihovih elemenata: max |al(k)| < ah.
k
U poredenju sa [7], gde je jedino dopusteno da se

sa vremenom menja matrica A;(k), ovde se pretpostavlja
da sve matrice Ai(k), 0 <j <1, poseduju ovo svojstvo.

Perturbacije u sistemu mogu se opisati na slededi
nacin. Sa aj oznacen je (i, I)-ti element matrice A;. Ako

se definiSu nove matrice U, j =0, 1,2, ..., N kao:
o | . .
o =M ay, Uy = %Ijl, O<uy <1, U= [anl @
il
onda je:
AR <oU,j=0,1,2 ...N, Vk ®)

Lema 1. [20] Za bilo koje kvadratne matrice X e
R Y e R™", vazi sledede:

X<Y=pX<p(Xh=<p® 4)
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Lema 2. [21] Linearni diskretni sistem sa kasnjen-
jem, opisan sledeé¢om diferencnom jednacinom

N
x(k+1)=2, Ax(k-h) ©)
j=0
asimptotski je stabilan ako je zadovoljen uslov:

N JAFA
2 pHy <t HE=h =1, N ©)
0

Lema 3. [21] Linearni diskretni sistem sa kasnjen-
jem, opisan jed. (5), asimptotski je stabilan ako je zado-
voljen slededi uslov:

N
2. A< 1. 7
j=0

Lema 4. [10] Za bilo koju kvadratnu matricu X, vazi
sledede:

pX)<1=det(l,-X) =0 ®)

Lema 5. [10] Neka je:

[(2)2 (@@, -A) éi G (kz ©
k=0

Tada vazi:

2L,z =1 (10)

r@z"<>.|aw
k=0

pri ¢emu G(k) je matrica impulsnih povorki od I'(z) i
G(0) =0.
GLAVNI REZULTATI

Teorema 1. Sistem dat jed. (1) asimptotski je stabi-
lan ako vazi:

pAe) < 1. (11)
gde su:
CRUNNTE &hwohm &hNOhN
. lh O 0 0
A=l 0 |, 0 o |€
0 o - I 0
c iRn(hNﬂ xn(hy+1) (1 2)

(XjUj, i=hj, j=0,1,...,N
ad, = ,i=01...hy (13
0, i¢ hjv j=0,1,..., N

Dokaz. Ako se definise novi vektor stanja;

X (k) 2 [XT(k) x (k=1)...x" (k- hNﬂT RO (14

onda se perturbovani sistem dat jed. (1) moze izraziti
bez vremenskog kasnjenja koristeéi ekvivalenthu ma-
tricu, kao sto sledi:

X (K + 1) = Agg X (K), (15)
gde je:
Adk) Ao ... Ak A,k
I 0 ... o0 0
Ag=| 0 W, ... O 0 |e
0 0 .. 0
c iRn(hNﬂ xn(hy+1) (1 6)

Aj(k)vi:hjljzor1r---rN
Ak) = i=01,..N (17)
0, i=h, j=0,1..N

Potreban i dovoljan uslov za asimptotsku stabil-
nost ekvivalentnog sistema data je sledeéim izrazom:

p A (K)) <1, Vk (18)

Primenjujuéi rezultat Leme 1, sledi:

BAok)| ... |Ath1(k)| |AhN(k)|
| 0
o [Aeq(k):| <p| " 0
0 In 0
(19)
&OO /\&—Uh 9 (/)\ChNLAJhN
5 .l.n . 0

Ako je ispunjen uslov dat jed. (11), onda je uslov iz
jed. (18) takode ispunjen, tako da je diskretni pertur-
bovani sistem dat jed. (1) asimptotski stabilan.

Teorema 2. Sistem dat jed. (1) je asimptotski stabi-
lan ako je ispunjen jedan od slededih uslova:

P oty <t Y

aip(Hp < H==——, 0)
=0

N

2. oflui< 1)

=0
Dokaz. Na osnovu osobina matri¢nih modula,
moze dase napise:

N
Ix(k + 1) [<AOX(K)] + 2IARIXK — )

=

N
AKX+ 2IARIXK - hy)]. @2)

=

N
<agUolx(K)| + 2 aUjx(k — hy)|
=

Ako je:
v (k) =[x(K) | vg=vo=1x(0)], @3)
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vazi:
N
vk + D<ooUov(k) + 2_ogUpv(k — hy). (24
=1
Ukoliko se definie novi vektor stanja w(k):
N
w(k + 1) = oUw(k) + 2 ogUw(k — hy), (25)
=1
onda je:
w (K) = v (k) 2 x (k). (26)

Ovaj sistem nazivamo komparacioni sistem.
Ocigledno je da iz stabilnosti komparacionog sistema
proisti¢e stabilnost sistema (1).

Primenom Leme 2 na (25) dobija se uslov (20),
dok uslov (21) sledi iz Leme 8.

Teorema 3. Sistem dat jed. (1) asimptotski je stabi-
lan ako su ispunjeni slededi uslovi:

ao p (Ug) < 1, @7

p (L > o) <1,
=1

L, = i (ctoUp) = (In — cteUp) ™, 28)

k=0

Dokaz. Pretpostavimo da je sistem dat jed. (25)
asimptotski stabilan, sto je ekvivalentno sledeéem us-
lovu:

N
det (2l - o — 2 Uz ™) 20, | 2| > 1. ©9)
=1
Dalje se ima:
N
det | (zIn — 00Uo) (In — (2In — colo)™ 2. agUiz™) | 0,
=1
|z]=1, (30)

N
2"det(In - ooz ") det (In - (zln - c0Uo)™"2 oz ™) 20,
1

|z |=1. (31)
Neka je:
G(@) = (2l — oo Up) . (32)

Primenjujuéi rezultat Leme 4, poslednja nejednak-
ost postaje:

N
plopUpz ) < 1/\p[G(Z)Z ochthJ] <1,|z|=1. (39

i=1
Na osnovu Lema 1 i 5, dobija se:
p (oo UpZ ) < p (o UpZ ') <

<plooUglz D <aop (Up), | 2|2 1. (34)

84

N N
P [G(z)zajujz“] <p [G(z) D oy, ‘zhl‘], |z|>1

F F

© N
Sp[ZKocvo)ﬂquuu] (35)

k=0 =
) N N
= p| 2. (00A)* 2oy | = p | Ly 2 o4y,
k=0 =1 =1
gde je:
L= 2. (0o Ao (36)
k=0
Ako su slededi uslovi zadovoljeni:
N
aop(Uo) <1, p| LD o4y | < 1, @7
i=1

onda je sistem dat jed. (25) asimptotski stabilan kao i
sistem, dat jed. (1).

Primedba 1. Za linearan, vremenski diskretan sis-
tem bez kasnjenja, sa matricom sistema oU, fundamen-
talna matrica iznosi:

D (2) =z (2, - aUp) | =2Go(2), (38)
odakle sledi:

Go (2) =z O(2), 39)
pa je:

Go (K) = @ (k-1) (0Ug)", Go(0) = 0. (40)

Ako je matrica ayU, diskretno stabilna, tj. p (opUp)
= opp(Up) < 1, onda je beskonaéni niz;

Ly = 2IGo(K)| = 2loroUo[" =

k=0 k=1
= D (0oUo) = (In — atgUo) ', (1)
k=0
konvergentan, tako da se matrica L, moZe direktno
sracunati.
NUMERICKI PRIMERI

Primer 1. Razmotrimo stabilnost linearnog pertur-
bovanog vremenski diskretnog sistema sa kasnjenjem
opisanog sa:

X (k+1) = Ao K) x (K) + A1 x (k-1) + A2 (K) x (k-2),
gde su:

0.2 03
max K g{ }:(x U,

03 0
max |A; (K) | < { }:ocU,
, |1()| 70.2 0.1 YO Uy

01 02
max |A; (K) | < { }:ocU .
P | 2( )| Y 0.15 0.1 22
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Tabela 1. Rezultati stabilnosti sistema zay = 1
Table 1. Results of the stability of the system fory = 1

Vrednost Vrednost
Teorema Matematicki leve strane arametra
(Kriterijum) izraz kriterijuma za P
y=1 ®
1,01 |p(Reg)<1 0.9817 1.1055
N
2, (20 Z aj p (Hp <1 0.9930 1.0206
=0
N
2, (21) Z oy Uil < 1 1.0462 0.8734
=0
aogp (Uo)< 1,
N
3, (28) 0 (Laz o Uj) <1 0.9453 1.1055
=1

Koristeéi Teoreme 1-3 ispitana je stabilnost pos-
matranog sistema za sluéaj y = 1. Takode, odredena je i
gornja granica parametra vy, pri kojoj se posmatrani
sistem nalazi na granici stabilnosti. Rezultati su prikazani
u tabeli 1.

Na osnovu vrednosti levih strana navedenih kriteri-
jumima stabilnosti, koje se uporeduju sa jedinicom, zak-
ljuéujemo da svi kriterijumi, izuzev kriterijuma (21),
potvrduju asimptotsku stabilnost datog sistema zay = 1.
Na osnovu kriterijuma (21) iz Teoreme 2 ne moze se pro-
ceniti stabilnosti datog sistema posto vrednost njegove
leve strane prelazi jedinicu. U odnosu na vrednost leve
strane kriterijuma, najmanju konzervativhost pokazuje
kriterijum (28) a najvecu kriterijum (21). Medutim, u od-
nosu na parametar v,, pregledom poslednje kolone u ta-
beli 1, zakljuéujemo da su kriterijumi (11) i (28)
podjednako konzervativni, Sto se moze i dokazati:

Zay = v, jed. (11) postaje

P (Req(1p)) =1 = det (1 1-Aeq (1)) =

= det (I — coUp — at1(yp) U1 — a2Uz)

= det (I- apUo) - det (I- (I- ctoUo) ™" (a1 (7o) U1+ ciaUz)) = 0
Odavde, primenomlLeme4,sledeuslovi:
aop(Uo) <0, p [LalypaiUy + axUp)] =1

koji u stvari predstavljaju kriterijum (28) za vy = y,. Time
je dokazano da kriterijumi (11) i (28) daju istu gornju gra-
nicu za v, te poseduiju istu konzervativnost.

ZAKLJUCAK

U radu su prezentovani novi kriterijumi za asimp-
totsku stabilnost linearnih perturbovanih diskretnih
sistema sa kasnjenjem. Ovi kriterijumi su nezavisni od
kasnjenja i iskazani su u obliku dovoljnih uslova stabil-
nosti. Dat je numericki primer kojim se ilustruje primen-
liivost dobijenih rezultata.

LITERATURA

[1] S.R. Kolla, R.K. Yedavalli and, J.B. Farison, Robust stabil-
ity bounds on time-varying perturbations for state—space
models of linear discrete-time systems, International Jour-
nal of Control, 50 (1989)151-159.

[2] Rachid, Robustness of discrete systems under structured
uncertainties, International Journal of Control, 50 (1989)
1563-1566.

[3] Rachid, Robustness of pole assignment in a specified re-
gion for perturbed systems, International Journal of Sys-
tems Science, 21 (1990) 579-585.

[4] E. Yaz and X. Niu, Stability robustness of linear discrete—
time systems in the presence of uncertainty, International
Journal of Control, 50 (1989) 173—182.

[5] J.H. Chou, Pole-assignment robustness in a specified
disk, Systems and Control Letters, 16 (1991) 41-44.

[6] X. Niu, J. A De Abreu-Garcia and E. Yaz, Improved
bounds for linear discrete-time systems with structured
perturbations, |IEEE Trans. Automat. Control, 37 (1992)
1170-1173.

[71 H.Y. Horng, J.H. Chou and |.R. Horng, Robustness of
eigenvalue clustering in various regions of the complex
plane for perturbed systems, International Journal of Con-
trol, 57 (1993) 1469-1484.

[8] H. Lee, T.H.S. Li, and F.C. Kung, D-stability analysis for
discrete systems with a time delay, Systems and Control
Letters, 19 (1992) 213-219.

[91 R.K. Yedavalli, Robust root clustering for linear uncertain
systems using generalized Lyapunov theory, Automatica,
29 (1993) 237-240.

[10] H. Trinh and M. Aldeen, D-Stability Analysis of Discrete—
Delay Perturbed Systems, International Journal of Control,
61 (2) (1995) 493-505.

[11] M.S. Mahmoud and N. F Al-Muthairi, Quadratic stabiliza-
tion of continuous time systems with state-delay and
norm-bounded time-varying uncertainties, IEEE Trans.
Automat. Control, 39 (1994) 2135-2139.

[12] S. Phoojaruenchanachai and K Furuta, Memoryless stabi-
lization of uncertain linear systems including time—varying
state delays. |IEEE Trans. Automat. Control, 37(1992) 375-
379.

[13] J.C. Shen, B.S. Chen and F.C. Kung, Memoryless stabili-
zation of uncertain dynamic delay systems: Riccati equa-
tion approach. IEEE Trans. Automat. Control, 36 (1991)
638-640.

[14] L. Xie and C. E. de Souza, Robust stabilization and distur-
bance attenuation for uncertain delay systems. Proc. 1993
European Control Conf., Groningen, The Netherlands
(1993).

[15] S.l. Niculescu, C.E. de Souza, J.M. Dion and L. Dugrad,
Robust stability and stabilization of uncertain linear sys-
tems with state delay: Single delay case (l). Proc. IFAC
Symp. Robust Control Design, Rio de Janerio, Brazil, Sep-
tember (1994).

[16] T.J. Su and C.G. Huang, Robust stability of delay depend-
ence for linear uncertain systems. IEEE Trans. Automat.
Control, 37 (1992) 1656—1159.

[17] X. Liand C.E. de Souza, Delay—-dependent robust stability
and stabilization of uncertain linear delay systems: A linear
matrix inequality approach. IEEE Trans. Automat. Control,
42 (1997) 1144-1148.

[18] T. Mori, N. Fukuma. and M. Kuwahara, Simple stability cri-
teria for single and composite linear systems with time de-

85



S.STOJANOVIC, i sar.. ROBUSNA STABILNOST PERTURBOVANIH...

Hem. ind. 60 (3-4) 82-86 (2006)

lay, International Journal of Control, 34 (6) (1981) 1175-
1184.

[19] H. Trinh and M. Aldeen, D-Stability Analysis of Discrete—
Delay Perturbed Systems, International Journal of Control,
61 (2) (1995) 493-505.

[20] C.D. Meyer, Matrix analysis and applied linear algebra,
SIAM, (2001).

SUMMARY

[21] S.B. Stojanovi¢, D.Lj. Debeljkovié, On the Asymptotic Sta-
bility of Linear Discrete Time Delay Systems, Facta Univer-
sitatis (YU), Series Mechanical Engineering, Vol. 2, No 1
(2004) pp. 35-48.
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