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U industrijskim procesima se, pri prenosu informa-
cija ili materije izmedu razliCitih delova sistema, Cesto
javlja vremensko kasnjenje. Hemijski procesni sistemi,
transportni sistemi, komunikacioni sistemi i termoener-
getski sistemi su tipicni primeri sistema sa kasnjenjem.
Interesovanje za dinamic¢ko ponasanje sistema sa ka-
Snjenjem okupira paznju velikog broja autora veé vise
od pola veka zbog ¢&injenice da prisustvo vremenskog
kasnjenja u sistemu veoma desto dovodi do ozbiljnih
pogorsanja u njegovim performansama i stabilnosti. Me-
dutim, sa sigurnoséu se moze reéi da je to interesovanje
bilo u daleko vecoj meri zastuplijeno kada su u pitanju
bili kontinualni a daleko manje kada je bila re¢ o vre-
menski diskretnim sistemima sa kasnjenjem. Jedan od
glavnih razloga za to je sto su diskretni sistemi sa ka-
Snjenjem konaéne dimenzije, pa se kao takvi mogu iska-
zati preko odgovarajuéeg ekvivalentnog sistema bez
kasnjenja. Red ovog sistema srazmeran je proizvodu
vrednosti kasnjenja i reda matrica sistema. Pri velikim
iznosima Cisto vremenskog kasnjenja, red ekvivalentnog
sistema postaje izuzetno veliki, pa je to u proslosti, stva-
ralo znatne matematicke poteskoce.

U tom smislu osnovni doprinosi u ovom radu isli
suU U pravcu da se ovaj problem prevazide analizirajudi
osobine vremenski diskretnog sistema sa kasnjenjem na
polaznim matricama sistema i bez nuznih prevodenja is-
tog na ekvivalentni sistem.

Prvi znadajniji rad, koji se bavio problematikom
asimptotske stabilnosti ove klase sistema pojavio se tek
1982. godine [1]. U ovom radu dati su jednostavni do-
voljni uslovi stabilnosti zasnovani na kori§¢enju normi
matrica i njihovih funkcija. U radu [2] razmatrana je asim-
ptotska i D-stabilnost diskretnih sistema sa kasnjenjem i
predlozeni su dovoljni uslovi koji su manje konzervativni
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ASIMPTOTSKA STABILNOST LINEARNIH
DISKRETNIH SISTEMA SA KASNJENJEM:
LJAPUNOV PRILAZ

U radu su dati novi kriterijumi asimptotske stabilnosti slede¢e klase linearnih
diskretnih sistema sa kasnjenjem: x (k+1) = Aox (k) + A1x (k-h). Ovi Kriterijumi
su nezavisni od kasnjenja i dati su u obliku dovoljnih uslova stabilnosti. Dobije-
ni su koris¢éenjem druge Ljapunove metode i manje su konzervativni u porede-
nju sa nekim postojeéim kriterijumima stabilnosti. Radi ilustracije dobijenih
rezultata prezentovan je numeriCki primer,

od [1]. U poslednjih desetak godina problem stabilnosti
neodredenih sistema sa kasnjenjem postao je jako po-
pularan medu istraziva¢ima. Samo mali broj radova ba-
vio se na ovu temu neodredenim diskretnim sistemima
sa kasnjenjem [3-10].

Posebnu klasu sistema sa kasnjenjem cine veliki
(large-scale) dinamicki sistemi sa kasnjenjem, koji su
okarakterisani velikim brojem promenljivih stanja i kom-
pleksnih interakcija izmedu podsistema. U skorije vre-
me, problem stabilnosti ove klase sistema razmatran je
u radovima [11-19].

U ovom radu izvedeni su novi dovoljni uslovi asim-
ptotske stabilnosti za linearne diskretne sisteme sa ka-
Snjenjem. Pokazano je da ovi uslovi daju bolje rezultate
od uslova datih u [1] a vrlo sli¢ne rezultate sa uslovima
iz [2]. Medutim, za razliku od [1] i [2], gde su kriterijumi
stabilnosti izvedeni u kompleksnom domenu, ovde su
oni izvedeni u vremenskom domeni koristeéi drugu me-
todu Ljapunova.

OZNAKE | PRELIMINARNA RAZMATRANJA

R — Realni vektorski prostor

Fr — Transponovanje matrice

F > 0 — Pozitivho definitna matrica

F>0 - Pozitivho semidefinitna matrica

L) —Sopstvena vrednost matrice

p(F) - Spektralni radijus matrice

o(F) -Singularna vrednost matrice

IFII - Euklidska norma matrice

Posmatrajmo linearan, autonomni, vremenski dis-
kretni sistem sa kasnjenjem, opisan slede¢om diferen-
cnhom jednacinom:

X (k+1) = Agx (K) + Ax (k-h) 1)

gde su: x(k) € R", Aj € R™", a h ceo broj koji predstavlja
vremensko kasnjenje.

Lema 1. Spektralni radijus matrice A bi¢e manji od
o, 0 < o < 1, ako i samo ako za proizvoljnu pozitivho
odredenu realnu simetriénu n x N matricu Q postoji pozi-
tivno odredena realna simetri¢na n x n matrica P koja je
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jedinstveno resenje sledede diskretne Ljapunove matri-
¢ne jednadine
o?ATPAT-P=-Q @
Dokaz. Neka je A = o 'A. Tada (2) postaje
ATPAT-P =-Q &)
pa je matrica A diskretno stabilna ako i samo ako za da-
tu matricu Q = Q" > 0 postoji matrica P = P' > 0 kao
reSenje matriéne jed. (3). Odavde sledi 1 > p(A) = p(o 'A)
= o 'p(A). Dakle, p(A) < a.
GLAVNI REZULTATI

Teorema 1. Ako za svaku simetriénu pozitivho defi-
nitnu matricu Q = Q' > 0 postoji simetri¢na pozitivno
definitna matrica P = P’ > 0 kao redenije sledeée matri-
¢ne jednadine

2A) PAy +2A] PA, - P=-Q 4

onda je sistem (1) asimptotski stabilan.
Dokaz. Usvojimo sledeéu Ljapunovu funkciju

h
Vixi) = XT(K) Px(k) + 2 X" (k= ) Sx (k — ) ®)
j=1

P=P' >0, S=8">0

Potonja razlika ove funkcije duz trajektorije sistema
(1) e

AV(x) = X'(K) (Ag PA—P+S) x(K) +

+X'(k=h) (A] PA; — S) x(k-h) + ©6)

+X'(K) Ag PA; X(k—h) + X" (k—h) A] PAg X(K)

Ukoliko za matricu S usvojimo vrednost

S =2A] PA, @)
onda je

AV(x) = X'(K) (A PA + 2A] PA, — P) X (K)
—x'(k=h) A] PA; x(k=h)
(k) A§ PA; x(k=h) + X" (k—h) A] PAg x(K)

X (k) A5 PAo x(K) + X' (k) A PAo x(K) ®)
AV(x) = X'(K) (2A PAo + 2A] PA; — P) x (K)

— [Aox(k) = Axx(k=h)] " P[AX(K) - Aix(k—h)] ©)
Ocigledno je

AV(x) <X (K) (2A PAo + 2A] PA, — P) x (k) (10)

Prema tome, ako za svaku matricu Q = Q' >0
postoji matrica P = P" > 0 kao re$enje matricne jed. (4),
onda vazi

V(X)) >0, AV(x) <0, V¥x=0 11)

pajesistem(1)asimptotskistabilan.

Lema 2. Ako za svakusimetriénu pozitivho defini-
tnu matricu Q = Q' > 0 postoji simetriéna pozitivno defi-
nitna matrica P = P' > 0 kao resenje sledece matricne
jednacine

AjPA,-P=-Q 12)
onda je matrica 2Q — P pozitivno definitna ako i samo
ako je zadovoljen uslov

P (Ao) < (13)

1
2

Dokaz. Pretpostavimo da je matrica 2Q — P pozitiv-
no definitna, sto je ekvivalentno P — 2Q < 0. Na osnovu
(12) vazi

0>P-2Q=P+2AJPA - P)=2AJPA,—P  (14)
tj
2A; PA,-P=-R<0 (15)

gde je R = R" > 0 bilo koja simetri¢na pozitivno defini-
tha matrica. Poslednja nejednakost ée biti ispunjena ako
i samo ako je zadovoljen uslov (13) (Lema 2). Izmedu
koraka u ovom dokazu vazi relacija ekvivalencije, pa vazi
i obrnuto tvrdenje: ukoliko je zadovoljen uslov (13) onda
je matrica 2Q — P pozitivno definitna.

Primedba 1. Uslov (13) garantuje diskretnu stabil-
nost matrice Ao.

Posledica 1. Sistem (1) asimptotski je stabilan ako
su ispunjeni slededi uslovi:

1

p(AO)<\/§ (16)
{ Ain 2Q— P

B e (17)

gde je matrica P = P' > 0 pozitivno definitno redenje
matri¢ne jednadine (12) za proizvoljno izabranu pozitiv-
no definitnu matricu @ = Q" > 0.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1, sistem (1) je asim-
ptotski stabilan ukoliko vazi:

2A PAy +2A] PA, - P <0 (18)

Ovaj uslov se moze razloziti na sledec¢a dva uslova;

1. Za datu matricu Q = Q" > 0 postoji matrica
P=P'>0kao reSenje diskretne Ljapunove jednacine
(12),

2. Matrice P i Q zadovoljavaju sledeéi uslov

2A] PA; - 2Q-P)<0 (19

Prvi uslov zahteva da matrica Ag bude diskretno
stabilna, a uslov (19) zahteva da matrica 2Q — P bude
pozitivno definitna. Na osnovu Leme 2 to ée biti ispunje-
no ako je zadovoljen uslov (16).

Uslov (19) ekvivalentan je sleded¢em uslovu

% [2A] PA; - (2Q-P)] <0, I<i<n 20)

Posto su sve matrice u poslednjoj nejednakosti re-
alne i simetri¢ne, koriste¢i Weyllovu nejednakost, sledi
da je:
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MEA] PA; +P —2Q) < max(@A] PA; +P - 2Q) <
< MrenA] PA) = Ain2Q — P)

11
= 2himad AP2P2A) — hnin2Q-P) =
1 1
= 2XmaX[( P§A1>T PEAJ - min(2Q-P)
1
= 2070 P2A1) = hnin(@Q-P) <

< 262 (Ar) O (P2) ~hmy (2Q-P)
= 265ax (A1) hnax(P) = henin (2Q — P) @1)

Prema tome, ukoliko je uslov
26 max (A1) Mna(P) = hemin 2Q — P) < 0 (22)

zadovoljen, onda je sistem (1) asimptotski stabilan. S
obzirom da je cha (A1) = Al , iz (22) konadno sledi
uslov (17).

Primedba 2. Ukoliko uslov (16) nije zadovoljen,
Posledica 1 ne moze se Koristiti za ispitivanje stabilnosti
sistema (1).

Posledica 2. Sistem (1) asimptotski je stabilan ako
je ispunjen slededi uslov:

l }Vmin (Q)

A5 <
A <33

@3)
gde je matrica P = P' > 0 pozitivno definitno redenje
sledece matri¢ne jednadine

2AJ PA,-P=-Q 24)

za proizvoljno izabranu pozitivho definitnu matricu Q =
Q' >o.

Dokaz. Slededi ideju u dokazu Posledice 1, neje-
dnakost (18) moZze se razdvoijiti na sledeéa dva uslova:

1. Za svaku simetrinu pozitivho definitnu matricu
Q = Q" > 0 postoji simetriéna pozitivno definitna matri-
caP = P' > 0 kao re$enje matriéne jednadine (24),

2. Matrice P i Q zadovoljavaju sledeu nejednakost

2ATPA, —Q <0 @5)

Sliéno dokazu Posledice 1, pokazuje se da ako je
zadovoljen uslov (23), onda je sistem (1) asimptotski
stabilan.

Primedba 3. Ukoliko uslov Aq <i, koji je ekviva-

2

lentan uslovu resivosti matri¢ne jednacine (24), nije ispu-
njen, onda se Posledica 2 se ne moze Koristiti za
ispitivanje stabilnosti sistema.

NUMERICKI PRIMERI

Primer 1. Razmatra se slededi diskretni sistem sa
kasnjenjem:

x (k+1) = Ax (K) + 1 Ax (k=-h).

0.2 03 03 0
AO:{OJ o } A :{o.z 0.1}
gde je y jedini podesivi parametar, a skalarni parametar
a uzima diskretne vrednosti 0,15 i 0,50.

80

Tabela 1. Uslovi asimptotske stabilnosti sistema u funkciji pa-
rametray

Table 1. Conditions of the asymptotic stability of the system
as a function of the parameter y

o -0,15 +0,50
N
[1], Mori Allo < 1
1982) ,-:20” 2 bl < 1,73|pl < 0,72
[2], Trinh N
rin
, Trinh, LY Al <1
Alden (1095) |° E Al | < bl < 2,08|p < 1,51
Teorema 1 2A0PAG+2ATPA-P=—Q |yl < 1,95|ly| < 1,47
AjPAG-P=-Q
Lmin (2Q-P
. A < + Zmin BRF)
Posledica 1 2 max (P) Iyl < 1,68]y < 1,01
1
p(Ag) < —
\2
2ALPA,-P=-Q
Posledica 2 s> 1 dmin(Q) Iyl < 1,70y < 1,06
lAllz < — ———
2 max (P)
Granica
stabilnosti bl <211k <152

Primenom Teoreme 1, i Posledica 1 i 2 dobijeni su
uslovi asimptotske stabilnosti posmatranog sistema u
funkciji parametra v i isti su prikazani u tabeli 1. Za matri-
cu Q usvojena je jediniéna matrica drugog reda.

Iz tabele 1 se vidi da kriterijum definisan Teore-
mom 1 daje priblizno isti rezultat kao i kriterijum stabil-
nosti prezentovan u [2]. Za posmatrani sistem
izraCunata je i gornja granica parametra y pri kojoj se
sistem nalazi na granici stabilnosti, i to za razliCite vre-
dnosti parametra o. Poredenjem ovih vrednosti sa vre-
dnostima za parametar y dobijenim primenom Teoreme
1, zakljuéujemo da ova teorema daje dobre rezultate.

Kao posledica razbijanja uslova stabilnosti Teore-
me 1 na dva uslova, Posledice 1 i2 daju nesto slabije re-
zultate. Najslabije rezultate pokazuje uslov definisan u[1].

ZAKLJUCAK

U radu su prezentovani novi dovoljni uslovi asim-
ptotske stabilnosti u vidu kriterijuma koji su nezavisni od
kasnjenja. Pokazano je da dati uslovi poseduju manju
konzervativnost od nekih uslova iz postojece literature.
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ON THE ASYMPTOTIC STABILITY OF LINEAR DISCRETE TIME-DELAY SYSTEMS:
THE LYAPUNOV APPROACH
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New conditions for the stability of discrete delay systems of the form x (k+1) Key
= Aox (k) + A1x (k=h) are presented in the paper. These new, delay—indepen-
dent conditions were derived using an approach based on the second Lyapu-
nov’s method. These results are less conservative than some in the existing
literature. A numerical example was worked out to show the applicability of

the derived results.
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